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= ^max - Nr, wobei Nr = %'Prs • (8) 
s 

Nr mißt die Bindungsbeanspruchung des Atoms 
r im Molekül, der maximal mögliche Wert ATmax von 
Nr ist nach M o f f i t t 1 3 ][3, \2 oder Kl , je nachdem 
ob das betrachtete C-Atom mit 3, 2 oder 1 trigo-
nalen C-Atomen verknüpft ist. Der Anteil 3, 2 
oder 1 der cr-Bindungen ist darin — wie in allen 
Formeln dieser Arbeit — nicht enthalten, er würde 
sich bei der Differenzbildung in (8) auch heraus-
heben. 

(8) gilt für gerade und ungerade Elektronenzahl 
und stimmt mit (7) bis auf eine additive Kon-
stante iiberein. Es ist jedoch zu beachten, daß (8) 
nicht aus der ursprünglichen Definition (4) abge-
leitet werden kann, da in der MO-Methode keine 
(1) oder (2) entsprechende Beziehung zu bestehen 
scheint. Da ferner — wie schon erwähnt — die 
nach beiden Methoden berechneten prs nicht un-
mittelbar vergleichbar sind, gilt dies auch für die 
F r , insbesondere für deren Absolutwerte. Der rela-
tive Verlauf von Fr für die verschiedenen Positio-
nen eines Moleküls ist jedoch in beiden Methoden 
im allgemeinen ähnlich. 

Zur Erläuterung der obigen Überlegungen und 
Begriffe seien zum Schluß freie Valenzen für einige 
Moleküle angegeben. 

13 W. M o f f i 11, Fu ßnote z u C . A . C o u l s o n , J . Chim. 
Phys. 45, 243 [1948]. 

1. Äthylen: Die jr-Bindungsordnung der C = C 
Bindung ist gleich 1 und daher nach (7) Fx = F.2 = 0. 

2. Benzol-. ^ = 0,623 für alle Bindungen3, also 
ist F = 1—2-0,623 =—0,246. 

3. Allylradikal: 
I I 

H2C=CH—CHX und H 2 C—CH=CH 2 . 
1 2 3 1 2 3 ~ 

(I, 12) oder (I, 15) gibt die Bindungsordnung 
p l 0 =p 0 3 = 2/3 und nach (7) wird Fl = F3 = 1/3, 
F2 = -1/3. 

Die beiden Endatome ergeben sich also als reak-
tionsfähiger als das Zentralatom in Übereinstim-
mung mit der Erfahrung. M o f f i 115 erhält für seine 
„residual affinity" für die Endatome den Wert 
+ 2/3, für das Zentralatom den gleichen Wert —1/3 
wie oben. 

4. Naphthalin: Hier muß der relative Gang der 
freien Valenzen das höhere Reaktionsvermögen der 
a-Position gegenüber der /5-Position wiedergeben. 
Mit den Penneyschen Werten für die Bindungs-
ordnungen3 erhält man auch F a = — 0,206, F ß ~ 
—0,220. 

Allgemein erhält man für olefinische C-Atome 
Werte um Null, für aromatische C-Atome Werte in 
der Gegend um —0,25, während positive Werte 
von Fr für freie Radikale charakteristisch sind. 

Zur Rolle der pythagoreischen Metrik in der Physik 
V o n D E T L E F L A U G W I T Z * 

Aus dem Mathematischen Institut der Universität Göttingen 
(Z. Naturforschg. 9a, 827—832 [1954]; eingegangen am 31. Juli 1954) 

Es wird eine Kennzeichnung der Räume mit pythagoreischer Metrik angegeben, welche 
über die Ergebnisse von H e l m h o l t z und W e y 1 insofern hinausgeht, als außer dem eukli-
dischen und Riemannschen Raum der klassischen und relativistischen Physik auch die 
quadratische Metrik im quantenmechanischen Zustandsraum erfaßt wird. Die Kenn-
zeichnung beruht auf einem Isotropiepostulat, das im Zustandsraum in die Forderung 
der Gleichberechtigung aller Zustände vor der Beobachtung übergeht. 

Die bisherigen Versuche (v. H e l m h o l t z , W e y 1), 
die pythagoreische Struktur des Raumes der 

Physik auf eine grundlegende Eigenschaft zurück-
zuführen, sind, wie V . W e i z s ä c k e r 1 gezeigt hat, 
vom heutigen Standpunkt nicht voll befriedigend. 
Insbesondere sollte mit berücksichtigt werden, daß 

* Göttingen, Nußanger 70. 

auch in der Gesamtheit der Zustände eines quan-
tenmechanischen Systems eine quadratische Metrik 
eine wesentliche Rolle spielt, und es wird vorge-
schlagen, die pythagoreische Metrik mittels einer 
Eigenschaft zu begründen, welche diesen Gegeben-
heiten gemeinsam ist. In der vorliegenden Note soll 

1 C. F. v. W e i z s ä c k e r , Z. Naturforschg. 7a, 141 
[1952]. 
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der Versuch unternommen werden, diese Begrün-
dung mit Hilfe einer geometrischen Grundeigen-
schaft durchzuführen, welche von dem gemeinsa-
men Ausgangspunkt Helmholtz' und Weyls, der 
kontinuierlichen Bewegungsgruppe, wesentlich ver-
schieden ist. 

Schon R i e m a n n hat in seiner berühmten Habili-
tationsvorlesung2 das Bedürfnis zum Ausdruck ge-
bracht, die Beschränkung seiner Untersuchung auf 
metrische Fundamentalformen pythagoreischer Natur 
zu begründen, nachdem er vorher selbst darauf hin-
gewiesen hat, daß ds = F(x; dar) mit positiv-definitem, 
in den Differentialen von erster Ordnung positiv homo-
genem F zunächst als natürlicher Ansatz sich darböte. 
Die Taylorsche Entwicklung von ds2 nach dx beginnt 
mit in dx quadratischen Gliedern, und Biemann be-
trachtet nur diesen quadratischen Anteil unter Vernach-
lässigung der Glieder höherer Ordnung. Wenn man auf 
die B i e m a n n sehe Begründung auch nicht viel Ge-
wicht legen wird3, so ist es doch das Verdienst Rie-
manns, auf das in Rede stehende Problem erstmals 
hingewiesen zu haben. Er hat auch bereits angegeben: 
,,Setzt man . . . wie Euklid . . . eine von der Lage un-
abhängige Existenz . . . der Körper voraus, so folgt, 
daß das Krümmungsmaß allenthalben konstant 
ist . . . " 

v. H e l m h o l t z 4 macht diese Voraussetzung der 
freien Beweglichkeit für infinitesimale Körper und be-
weist dann unter Benützung des Monodromieaxioms, 
daß der Raum eine Riemannsche Metrik trägt, 
v. Weizsäcker weist darauf hin, daß die dabei benutzte 
Existenz starrer und kontinuierlich zusammenhängen-
der Körper vom Standpunkt der heutigen Physik 
nicht mehr als plausible Grundforderung erscheinen 
kann und daß sich daher das Raumproblem heute 
wieder neu stellt. 

W e y l 5 hat eine Kennzeichnung der Riemannschen 
Räume angegeben, welche ebenfalls wesentlich auf dem 
Begriff der Bewegungsgruppe beruht. Er geht von fol-
gendem Prinzip aus: „Welche quantitative Ausgestal-
tung auch immer im Rahmen der Natur der Metrik das 
metrische Feld gefunden haben mag, stets determiniert 
das metrische Feld eindeutig den affinen Zusammen-
hang". Zum Begriff der Metrik wird bemerkt, daß die 
Kongruenz rein infinitesimal zu fassen sei. Dazu dient 
einmal die Gruppe der Drehungen um den Punkt P0, 
zum anderen die Gesamtheit der kongruenten Ab-
bildungen des „Vektorkörpers in P 0 " auf die Vektor-
körper in einer infinitesimalen Umgebung von P0. In 
beiden Fällen wird die Linearität der Abbildungen 
ohne weitere Begründung verlangt, und dies ist wohl 

2 Über die Hypothesen, welche der Geometrie zu-
grunde liegen, 1854, von H. W e y l kommentierte Neu-
ausgabe, Berlin 1919. 

3 Man vergleiche dazu H. W e y l , Mathematische 
Analyse des Baumproblems, Berlin 1923, S. 29. 

4 H. v. H e l m h o l t z , Über die Tatsachen, die der 
Geometrie zugrunde liegen, Gött. Nachr. X V [1868]; 
S. L i e , Theorie der Transformationsgruppen III, 
Leipzig 1893, S. 394. An neueren Arbeiten seien die 

jedenfalls für die Drehungsgruppe nicht ohne weiteres 
durch natürliche Forderungen zu erreichen. Man kann 
sich dabei nicht darauf berufen, daß im Infinitesimalen 
alles linear sein müsse; das wäre ein Argument von 
der gleichen Art wie das bei der Auslegung von Bie-
manns Beschränkung auf das quadratische Glied in 
der Entwicklung von ds2 auftretende. In beiden Fällen 
werden nämlich im Infinitesimalen Anteile vernach-
lässigt, die von gleicher Größenordnung wie der Best 
sind. Die Drehungen sollen ja nur dazu dienen, die 
Längen von solchen Vektoren zu vergleichen, die von 
P0 aus aufgetragen sind. Wenn man die Drehungen 
dann [im ursprünglichen Biemannschen Ansatz, d. h. 
bei ds = i r ,(x; da*)] für festes x (entsprechend P0) unter 
denjenigen kontinuierlichen Transformationen der dx 
sucht, welche den Wert von F nicht verändern und 
dabei jeden Strahl durch P0, d .h . dx = 0, wieder in 
einen solchen überführen, dann wird man dem von 
Weyl geforderten infinitesimalen Charakter der Kon-
gruenz völlig gerecht werden. Aber diese Transforma-
tionen sind im allgemeinen nicht linear, und die Line-
arität erscheint von diesem Standpunkt als eine for-
male Zusatzforderung, auf die man, wenn möglich, 
gerne verzichten wird. Bei Weyl ist auch nicht zu 
sehen, unter welchen Bäumen die im kleinen eukli-
dischen durch das Postulat ausgezeichnet werden. In 
dieser Richtung hat S c h e i b e 6 die Wey Ischen Unter-
suchungen kürzlich ergänzt; es hat sich dabei gezeigt, 
daß der Ansatz algebraisch sehr ausbaufähig ist, daß 
andererseits jedoch gerade wegen der wesentlichen Be-
schränkung auf lineare Gruppen die für den konkreten 
Raum in Frage kommenden Maßbestimmungen ds = 
F ( x ; dx) nicht zur Konkurrenz zugelassen werden. — 
Das Weyische Postulat involviert das Verhältnis von 
P0 zu den Punkten einer infinitesimalen Umgebung, 
und ob die Eindeutigkeitsforderung selbst von so 
grundlegender Bedeutung ist, scheint nicht evident 
(vgl. dazu 1. c.J). 

Wir wollen daher hier versuchen, eine Kenn-
zeichnung der Räume mit pythagoreischer Metrik 
zu geben, welche folgende Forderungen erfüllt: 

(A) Die Bedeutung der quadratischen Form in 
klassisch-relativistischer Geometrie und Quanten-
mechanik soll aus einem gemeinsamen Prinzip be-
gründet werden. 

Und speziell für die klassische Fragestellung von 
Riemann-Helmholtz-Weyl werden wir verlangen: 

(B) Es sollen physikalische Annahmen vermie-
den werden, welche über die Kontinuität des Rau-

rein geometrische Note von G. B i r k h o f f , Trans. 
Amer. Math. Soc. 55, 465 [1944] und G. P i c k e r t , 
Math. Ann. 120, 492 [1947—49], erwähnt. 

5 H. W e y l , Math. Z. 12, 114 [1921] und 1. c . 3 ; eine 
Behandlung des Weyischen Raumproblems unter sehr 
allgemeinen Voraussetzungen (Faserräume) führt E. 
S c h e i b e in seiner Göttinger Dissertation (1954) 
durch. 

6 E. S c h e i b e , 1. c.5. 
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mes und die Existenz einer Metrik im Infinitesi-
malen hinausgehen. 

Die beiden in B positiv gestellten Forderungen 
an den Raum werden bei Helmholtz und Weyl 
auch erhoben. Die Einteilung der Vektoren in 
Klassen „gleich langer" ist bei Helmholtz im 
Monodromieaxiom enthalten; dieser Sachverhalt 
kommt in der Darstellung von P i c k e r t 4 beson-
ders deutlich zum Ausdruck. Wir verlangen also 
physikalisch jedenfalls nicht mehr als Helmholtz 
und Weyl, werden aber darüber hinaus auf grup-
pentheoretische Forderungen ganz verzichten, da 
deren physikalische Bedeutung nicht in evidenter 
Weise fundamental sein mag. Auch ein Bezug auf 
benachbarte Punkte wird nicht eingehen, wir wer-
den also — wie Weyl es verlangt — rein infinitesi-
mal vorgehen. 

Wir kommen jetzt zur genauen Formulierung 
unserer Voraussetzungen. Die ersten beiden decken 
sich mit dem ursprünglichen, oben erwähnten An-
satz Riemanns, sollen jedoch im Hinblick auf den 
für die Quantenmechanik interessanten unendlich-
dimensionalen Fall „dimensionsfrei" formuliert 
werden. 

1'. Der Raum ist eine differenzierbare Mannig-
faltigkeit im Sinne der Differentialgeometrie. D . h . 
genauer: Der Raum ist eine mit einer Hausdorff-
schen Topologie ausgestattete Menge, und er läßt 
sich von Untermengen überdecken, die homöo-
morph zu offenen Teilmengen eines linearen topo-
logischen „Koordinatenraumes" sind, so daß Ko-
ordinatentransformationen differenzierbar sind7. 

Dies läuft dann bekanntlich darauf hinaus, daß 
der Raum im kleinen linear ist, und da wir eine 
rein infinitesimale Kennzeichnung geben wollen, 
können wir uns auf die Betrachtung des linearen 
Tangentialraumes (der Menge der kontra Varianten 
Vektoren) in einem beliebigen, aber festgehaltenen 
Punkte der Mannigfaltigkeit beschränken. Dies 
hat auch den Vorteil, daß wir den linearen Raum 
der quantenmechanischen Zustände bequem mit 
erfassen können; freilich werden wir zunächst nur 
von reellen Räumen sprechen, doch wird sich das 
Ergebnis dann leicht auf komplexe Räume erwei-
tern lassen. Wir fordern: 

7 Eine genauere Erörterung des Begriffs der differen-
zierbaren Mannigfaltigkeit findet man für die endlich-
dimensionale Geometrie bei Ve b l e n u. W h i t e h e a d , 
Foundations of differential geometry, Cambridge 1932, 
für den Fall beliebiger Dimension in der Göttinger 

1. Der Raum ist ein reeller Vektorraum beliebiger, 
auch unendlicher Dimension (Vektoren j , t), . . .). 

2.1m Raum ist eine invariante Funktion F ( j ) 
definiert mit 
a) ^ ( t f X J f ü r j + O; 
b) F (X • £) = \l | • F ( j ) für alle £ und alle reellen X; 
c) F ( i ) ist stetig in £ in jedem zweidimensiona-

len Unterraum. 
3. (Isotropiepostulat). Alle Richtungen sind geo-

metrisch gleichberechtigt. (D. h.: Jede geome-
trische Eigenschaft, die einem vom Nullpunkt 
ausgehenden Halbstrahl zukommt, trifft auch 
für jeden anderen zu; geometrisch heißt dabei 
eine Eigenschaft, die gegenüber Koordinaten-
transformationen invariant ist, und da im Tan-
gentialraum eine beliebige Koordinatentrans-
formation der Mannigfaltigkeit sich als eine den 
Nullpunkt festlassende lineare Koordinaten-
transformation äußert, bedeutet das: Invarianz 
gegenüber dieser zentrisch-affinen Gruppe. — 
Wir werden das Isotropiepostulat nur in einer 
speziellen Form benötigen: In der von zwei 
Richtungen aufgespannten Ebene soll jede geo-
metrische Eigenschaft der einen Richtung auch 
der anderen Richtung zukommen.) 

Für den Fall des „physischen Raumes, des Ord-
nungsschemas der wirklichen Dinge" (Weyl) ist 
zur Begründung der Postulate zunächst folgendes 
zu bemerken. Postulat 1' und damit dessen Folge 1 
besagen nicht mehr, als daß der Raum ein Konti-
nuum ist, das man im kleinen auf cartesische Ko-
ordinaten beziehen kann. Eine quantitative Aus-
sage ist in 2 enthalten: Jeder Punkt P' einer in-
finitesimalen Umgebung von P hat einen positiven 
Abstand von P; die Homogenität läßt sich dann wie 
bei R i e m a n n (1. c.2 , II, Nr. 1) begründen. Das 
Wesentliche ist im Postulat 3 enthalten. Es liegt 
nahe, dieses Tsotropiepostulat für den Raum der 
Physik unter Heranziehung des Prinzips vom zu-
reichenden Grunde einsichtig zu machen. Eine 
Anisotropie des Raumes müßte sich stets an 
Dingen im Räume bemerkbar machen, und man 
würde dann eine physikalische Ursache (etwa ein 
Feld) im Räume für die Erklärung der Anisotropie 
heranziehen. 

Dissertation (1953) des Verf., Differentialgeometrie 
ohne Dimensionsaxiom. Wir werden hier auch von der 
dort durchgeführten Erweiterung des Begriffs der 
Riemannschen Metrik auf unendlichdimensionale 
Räume Gebrauch machen. 
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Den komplexen linearen Zustandsraum der 
Quantenmechanik können wir sofort auf den 
reellen Fall zurückführen. Dazu denken wir uns 
nicht nur durch den Zustandsvektor xp, sondern 
auch durch die el"xp, 0<[I<JI, Richtungen kon-
stituiert, und dann lassen wir nur reelle Multipli-
katoren zu. Postulat 1 fällt hier mit dem Super-
positionsprinzip zusammen. Postulat 2 enthält die 
Entscheidung darüber, welches unter den xp, die 
denselben Zustand repräsentieren, „normiert" ist. 
3 besagt hier: Alle Zustände sind an sich gleich-
berechtigt. Jede Eigenschaft, die einem Zustand 
als solchem zukommt, trifft auch für jeden anderen 
zu. (Erst die Beobachtung zeichnet Zustände aus, 
z. B. als Eigenzustände von Observablen.) 

Zunächst ist klar, daß für F (j) = <j | j >1/2 (<j 11) > 
ein Skalarprodukt, d. h. eine Bilinearform mit 
positiv-definitem <£|£» in einem linearen Raum 
beliebiger Dimension die Postulate 1—3 erfüllt 
sind. Denn die Isotropie folgt sofort aus der Exi-
stenz der Drehungsgruppe, die jede Richtung 
unter Erhaltung aller geometrischen Eigenschaf-
ten in eine beliebige andere überzuführen vermag. 
Die eigentliche Aussage ist die folgende Umkeh-
rung: 
Satz. Unter den Voraussetzungen 1, 2, 3 istF(%) = 

wobei <£|£> eine positiv-definite 
quadratische Form ist. 

Der Raum ist also euklidisch-metrisch bzw. hil-
bertsch. Daraus ergibt sich sofort für den diffe-
rentialgeometrischen Fall (Postulat 1' mit 2, 3 für 
den Tangentialraum in jedem Punkte), daß es sich 
um einen Riemannschen Raum im klassischen 
Sinne oder um einen verallgemeinerten, unendlich-
dimensionalen Riemannschen Raum handelt7. 

Zum Beweise dieses Satzes bemerken wir zu-
nächst, daß wir voraussetzen können, der Raum 
habe mindestens die Dimensionszahl 2; denn für 
einen eindimensionalen Raum ist der Satz trivial. 
Von nun an betrachten wir einen beliebigen, aber 
fürs erste festgehaltenen zweidimensionalen linea-
ren Unterraum durch den Nullpunkt. In diesem 
interessieren wir uns für die Gesamtheit der Vek-
toren £ mit F(%) = 1, die wegen Postulat 2 eine den 
Nullpunkt nicht treffende stetige Kurve ist, welche 
mit jedem Halbstrahl genau einen Punkt gemein-
sam hat und zum Nullpunkt symmetrisch ist. 

8 Konvexe Mittelpunktsbereiche und Minkowskische 
(normierte) Räume, erscheint demnächst in der 
Math. Z. 

Diese Kurve möge die Indikatrix genannt werden; 
sie spielt in dieser Geometrie die Rolle des Einheits-
kreises. Die euklidischen Ebenen sind dadurch 
gekennzeichnet, daß in ihnen die Indikatrix eine 
Ellipse ist. 

An anderer Stelle8 wird ein Beweis des Satzes 
angegeben, ohne daß irgendwelche weitere Forde-
rungen an die Indikatrix gestellt werden. Der 
Kürze halber möge hier angenommen werden, daß 
die Indikatrix ausreichende Differenzierbarkeits-
eigenschaften besitzt. Aus Postulat 3 folgt, daß 
alle gegenüber der zentrisch-affinen Gruppe in-
varianten Eigenschaften der Indikatrix in einem 
Punkte ihr auch in jedem anderen Punkte zu-
kommen. Die Indikatrix muß daher konvex sein. 
Dann gibt es Affinnormalen durch den Nullpunkt9, 
und nach Postulat 3 gehen dann alle Affinnorma-
len durch den Nullpunkt; daraus folgt aber9, daß 
die Indikatrix eine Ellipse ist. Der betrachtete 
zweidimensionale Unterraum ist also eine eukli-
dische Ebene. Dann läßt sich aber leicht zeigen8, 
daß auch der ganze Raum euklidisch ist, da die 
betrachtete Ebene ganz beliebig gewählt war. Es 
gilt also F ( i ) = <£ | £ mit einem Skalarprodukt 
<£ 11)), was zu zeigen war. 

Damit ist gezeigt, daß die isotropen linearen 
metrischen Räume die euklidischen bzw. Hilbert-
schen Räume sind und daß die in jedem Punkte 
im kleinen isotropen Räume gerade die Riemann-
schen Räume sind. Dann ergibt sich unmittelbar, 
daß ein im großen isotroper homogener Raum not-
wendig ein Riemannscher Raum von konstanter 
Krümmung ist. Ferner erhalten wir eine Auszeich-
nung der Weyischen Infinitesimalgeometrie10; da 
unsere Kennzeichnung rein infinitesimal ist, wird 
nämlich die Freiheit in der Wahl der Eichung nicht 
angetastet. 

Unsere Begründung des Isotropiepostulates für 
den Raum der Physik beruhte wesentlich auf der 
an Newton anschließenden Auffassung des Rau-
mes als eines absoluten Ordnungsschemas der phy-
sikalischen Phänomene. Dies ist im Lichte der all-
gemeinen Relativitätstheorie gewiß unbefriedi-
gend, ist aber durchaus verträglich mit dem Ein-
steinschen Äquivalenzprinzip. Denn in einem Ko-
ordinatensystem mit lokal forttransformierter 
Gravitation wird auch bei Einstein noch de facto 

9 W. B l a s c h k e , Differentialgeometrie II, Berlin 
1923, besonders S. 18 u. 47. 

10 H. W e y l , 1. c.3 und Baum, Zeit, Materie, 5. Aufl., 
Springer-Verlag, Berlin 1923. 



am Newtonschen Standpunkt festgehalten. Dem 
Schritt von Newton zu Einstein wird dadurch 
Rechnung getragen, daß die Postulate infinitesimal 
gefaßt werden. Weyl drückt diesen Sachverhalt so 
aus: In der quantitativen Ausgestaltung des metri-
schen Feldes besteht noch Freiheit, wenn auch 
die Natur der Metrik (als pythagoreische) für alle 
Punkte die gleiche ist und von vornherein fest-
steht. 

Hier muß daraufhingewiesen werden, daß Weyls 
Behandlung des Raumproblems ohne Schwierigkeit 
auch die indefinite relativistische Weltmetrik er-
faßt. Dagegen liegt es im Wesen unseres Isotropie-
postulates, daß wir wegen des natürlichen Unter-
schieds zwischen raumartigen und zeitartigen Rich-
tungen die vierdimensionale Welt nicht direkt be-
handeln können. Wir haben bisher nur die Rie-
mannsche Struktur für Raum und Zeit getrennt 
begründen können (für die eindimensionale Zeit ist 
dies ja ohnehin trivial). Der Zusammenhang zwi-
schen Raum und Zeit muß durch ein zusätzliches 
physikalisches Prinzip erfaßt werden, und wenn 
man dafür im Infinitesimalen das spezielle Rela-
tivitätsprinzip heranzieht, ergibt sich tatsächlich 
die indefinite quadratische Form für das Quadrat 
des Elements der Eigenzeit. 

Die Tragweite des Isotropiesatzes dürfte über 
die angegebenen Beispiele (physischer Raum und 
quantenmechanische Zustandsmannigfaltigkeit) 
wohl noch hinausgehen. Immer dann, wenn in 
einer Gesamtheit von im Sinne der betrachteten 
Eigenschaften gleichberechtigten Dingen quanti-
tative Aussagen gemacht werden, wird eine qua-
dratische Form eine wesentliche Rolle spielen. 
Damit scheint es zusammenzuhängen, daß im 
Konfigurationsraum irgendeines klassisch-mecha-
nischen Systems eine Riemannsche Metrik in Ver-
bindung mit der kinetischen Energie auftritt. Ent-
sprechendes gilt, wie näher auszuführen wäre, für 
das Auftreten des A- bzw. n-Operators in den 
physikalischen Grundgesetzen 

/ ,fc 8 8 aß 8* 8* \ 

Es sei uns noch ein kurzer Blick in das Gebiet einer 
Nachbarwissenschaft, der Erkenntnistheorie, erlaubt. 
Manche Autoren stellen dem physischen Raum noch 
einen Anschauungsraum als Ordnungsschema unserer 
Sinneseindrücke zur Seite. Daß dieser a priori isotrop 
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sei, wird man zugeben können. Anisotropien würden 
wieder nach dem Prinzip vom zureichenden Grunde 
nicht dem Räume, sondern den Dingen in ihm zuge-
schrieben werden. Dann folgt aber vermöge unseres 
Satzes die Euklidizität des Anschauungsraumes, so-
bald die Vergleichbarkeit von Linien in bezug auf ihre 
Länge zugelassen wird. 

An dieser Stelle mag auch bemerkt werden, daß 
die gelegentlichen Anwendungen, die das Prinzip 
vom zureichenden Grunde in der Physik bei der 
Auffindung von Naturgesetzen erlaubt11, gewöhn-
lich gruppentheoretische Eigenschaften der eukli-
dischen Geometrie bereits voraussetzen. (So 
braucht Archimedes zur Herleitung der Hebelge-
setze die Spiegelung.) Wenn wir hier dieses Prinzip 
zur Begründung des Isotropiepostulates heran-
gezogen haben, so ist dabei nichts Gruppentheo-
retisches vorausgesetzt worden. Freilich folgt nach-
her mit der Euklidizität die Existenz der ortho-
gonalen Gruppe. 

Schließlich sei noch auf einige offene Fragen 
hingewiesen. 

Im Zustandsraum haben wir das Superpositions-
prinzip von vornherein vorausgesetzt. Man kann 
fragen, ob sich dieses Prinzip nicht seinerseits auch 
aus der Forderung der Gleichberechtigung aller 
Zustände vor der Beobachtung ableiten läßt. Wir 
wollen noch einen vielleicht gangbaren Weg dafür 
andeuten. Wenn man von der Gesamtheit der Zu-
stände noch weiß, wann zwei Zustände „benach-
bart" sind, dann läßt sich die Menge der Zustände 
mathematisch als topologischer Raum auffassen. 
Wenn sich dieser Konvergenzbegriff wenigstens 
für kleine Umgebungen jedes Zustands durch eine 
Abstandsdefinition darstellen läßt und wenn man 
dann noch den Zustandsraum im kleinen auf Ko-
ordinaten aus einem linearen Raum beziehen kann, 
so wie man endlich dimensionale Räume auf car-
tesische oder Gaußsche Koordinaten bezieht, dann 
darf man aus der Forderung, daß von einem Zu-
stand aus keine Richtung zu einem benachbarten 
Zustand vor anderen ausgezeichnet sein soll, mit 
Hilfe des Isotropiesatzes sofort schließen: Der Zu-
standsraum ist ein Riemannscher Raum, über 
dessen Dimension freilich nichts gesagt ist (sie 
darf auch gleich einer unendlichen Kardinalzahl 
sein). Aus der Gleichberechtigung aller Zustände 
folgt zunächst die Konstanz des Riemannschen 

11 Über die Rolle des Prinzips vom zureichenden 
Grunde in der Physik vergleiche man H. W e y l , 
Philosophie der Mathematik und Naturwissenschaft 

(Hdb. d. Phil.), München 1928, S. 121 und E. M a c h , 
Die Mechanik in ihrer Entwicklung, 4. Aufl., Leipzig 
1901, S. 12. 
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Krümmungsmaßes. Dann wird man zeigen müs-
sen, daß man diesen Riemannschen Raum kon-
stanter Krümmung durch eine Kugel < j | j ) = l in 
einem euklidischen (Hilbertschen) Raum darstel-
len kann. Wir können uns dann die Zustände wie 
üblich durch die Strahlen in diesem linearen 
Raum repräsentiert denken und haben außer der 
quadratischen Metrik auch die Möglichkeit der 
Superposition erhalten. Eine genauere Durchfüh-
rung dieses Gedankenganges würde eine bessere 
als die heute vorhandene Kenntnis der Differen-
tialgeometrie der unendlichdimensionalen Räume 
erfordern. (Man vergleiche die zitierte Arbeit des 
Verfassers7 und die dort angegebene Literatur.) 
Ein prinzipiell nicht einfacherer, aber mehr for-
maler und deshalb kürzerer Weg zur Lösung dieses 
Problems könnte der folgende sein. Jeder Zustand 
Z soll repräsentiert gedacht werden durch die Ge-
samtheit der Paare AZ mit von Null verschiedenen 
Zahlen ).. Ferner identifizieren wir alle Paare 0Z 
und schreiben dafür 0. Eine Topologie in dieser 
neuen Mannigfaltigkeit wird dann mit einer Topo-
logie in der Menge der AZ in folgender Weise ge-
geben sein: 

Zn -> 1Z, wenn Xn -> ?. und Zn -> Z, 

ln Zn -> 0 , wenn Xn 0. 

Können wir jetzt in einer ITmgebung von 0 Ko-
ordinaten aus einem linearen Räume einführen 
und definieren wir F(XZ) = | A |, so erhalten wir aus 
der Gleichberechtigung aller Zustände vermöge 

des Isotropiesatzes, daß die Menge der ÄZ ein 
linearer, Hilbertscher Raum ist. 

Es kommt dabei offenbar wesentlich darauf an, 
in einem Hausdorffschen topologischen Raum mit 
lauter gleichberechtigten Punkten lineare Koordi-
naten einzuführen. Dies ist jedenfalls eine schwä-
chere Annahme als die Linearität des Raumes 
selbst, ihr mathematischer Beweis für solche 
,,topologisch homogenen" Räume steht aber aus. 
Die Richtigkeit der Annahme läßt sich durch Be-
trachtung stetiger reelhvertiger Funktionen über 
dem Räume wenigstens plausibel machen, ähnlich 
wie Riemann es in seinem Habilitationsvortrag 
für w-dimensionale Räume getan hat. 

v. Weizsäcker hat darauf hingewiesen, daß die 
ganze Erörterung noch nicht verständlich mache, 
warum für die Multiplikatoren gerade die kom-
plexen Zahlen in Frage kommen. Dieses Problem 
sei den offenen Fragen noch angereiht. 

Herrn Prof. C. F. v. W e i z s ä c k e r bin ich für Anre-
gungen und Hinweise zu großem Dank verpflichtet. 
Mein Dank gilt auch Herrn Prof. G. L y r a für Ge-
spräche, die zur Klärung der Gedanken beitrugen. 

A n m e r k u n g . Der Verfasser ist verschiedentlich 
gefragt worden, warum aus der Isotropievoraussetzung 
für ds2 = gik(x; dx)dxi dxk nicht direkt die Unab-
hängigkeit des Tensors gik von der Richtung dx ge-
schlossen werden kann. Das gleiche Argument würde 
aber im Ansatz |d.<?| —\gi(x; dx)dxl\ zu dem offenbar 
unsinnigen Resultat g^x; dx) = gi(x) führen. Tatsäch-
lich kann der Beweis also nicht durch dieses formale 
Argument geführt werden, welches sich zudem nicht 
direkt aus der hier formulierten Isotropievoraus-
setzung 3 begründen läßt. 



A.E.Grün, Einige gasdynamische und spektroskopische Beobachtungen an angeregten Gasstrahlen (S. 833). 

Abb. 6. Angeregter Ar-
Strahl in CO-Atmosphäre. 
Laval-Düse 0 ,5x2x15mm. 
p, = H00 Torr; p m = 5 Torr. 

Yergr. 3,9-fach. Abb. 2. Gasstrahl (Ar + 8 % 
N,) aus einer Laval-Düse. 
Abmessungen der Düse: 

Kleinster Durchmesser 
0,35 mm, Mündungsdurch-
messer 1,3mm,Länge 6mm. 
Die Düsenmündung befin-

det sich am oberen Bild-
rand. 

p,=600 Torr; p m =0,5Torr . 
Vergr. 3,9-fach. 

Abb. 5. Verdichtungsstoß vor einer ebe-
nen Wand in einer Strömung nach Abb.2. 
Die Wand befindet sich am unteren Bild-

rand. p, = 600 Torr; p m = 0,5 Torr. 
Vergr. 7,7-fach. 

Abb. 4. Gasströmung ( A r 4 - 8 % N 2 ) aus 
einer zylindrischen Düse von 0,6 mm 
Durchmesser und 2,7 mm Länge. Die 
Düsenmündung befindet sich am oberen 
Bildrand. px = 600 Torr; p m = 0,5 Torr. 

Vergr. 4.6-fach. 

Abb. 3. Gasstrahl, beste-
hend aus N z . Anordnung 

wie in Abb. 2. 
p t = 6 0 0 Torr ; p m = 1 0 T o r r . 

Vergr. 3,9-fach. 
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Abb. 10. Erhöhung der Helligkeit des Nachleuchtens 
durch Dichteerhöhung hinter einem Verdichtungsstoß 
nach Abb. 5. Dargestellt ist dieselbe Bandengruppe 
wie in Abb. 9 rechts. Der Ort des Verdichtungsstoßes 
(V) ist am rechten Bildrand angegeben. pm^Ojö Torr. 

Abb. 8. Ausschnitt aus dem Spektrochronogramm 
des GemischsAr+ 8 % N 2 . Der Ort des Elektronen-
bündels und der Zeitmaßstab sind am rechten Bild-

rand angegeben. p m = 0,5 Torr. 

— 4 
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Abb. 9. Einige Banden der „1. positiven Gruppe" des N2 im Nachleuchten 
des Gemischs A r + 8 % N2. (Sichtbar sind nur die Bandenköpfe.) 

pm — 0,5 Torr. 

Abb. 11. Zur baridenspektroskopi-
schen Temperaturmessung im Gas-
strahl. Dargestellt ist die Bande 
(0,3) des Ängströmsystems in CO. 

PM — 0,5 Torr. 

Abb. 12. ,,Hoclidruck-Bande" 
(6,5) des 02 im nihenden und 

strömenden CO. 
Pm = 8 Torr. 
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M. Schütte, Über das Banden,Spektrum des Catciumchlorids (S. 891). 

U600 U700 U800 hQOO 5000 5100 5200 5300 5U00 5500 5600 
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Abb. 2. Das CaCl-Spektrum zwischen A = 4600 und A = 5600 Ä. 



J. Krumbiegel, Untersuchungen an Zinksulfidkristallen (S. 903). 

A b b . 1—3. Nach Umsublimation entstandene ZnS-Kristalle. 

A b b . 4. Unausgebildete 
Kante eines ZnS-Kristalles. 

Abb . 5. ZnS-Zwillings- A b b . 6—7. Derselbe ZnS-Kristall im polarisierten Licht, 
kristall im Durchlicht. 

A b b . 8—9. Spiraliges Kristallwachstum von ZnS-Kristallen. Abb . 10. Vermutlicher 
Beginn eines spiraligen 

K ristall Wachstums. 
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